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4 — Relagoes
¢ Conceito intuitivo de relacao
* muito proximo do conceito formal
¢ Exemplos do cotidiano

* parentesco

* maior ou igual (como estatura de pessoas)

* jgualdade (como de numeros reais)

* Jista telefénica que associa a cada assinante o seu numero (ou
numeros) de telefone

* faz fronteira com para um conjunto de paises

* filas de pessoas para os diversos caixas em um banco
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¢ Computacao e Informatica

* muitas construcoes sao baseadas em relacoes ou derivados
(funcgdes...)
« algumas sao introduzidas na disciplina

* existem importantes construcoes que sao relacoes
+ Banco de Dados Relacional
+ Rede de Petri
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4.1 Introducao

¢ Conceito intuitivo de relacao
* ¢ usual na Matematica e na Computacao e Informatica
¢ Exemplos de relacoes ja usados

* Teoria dos Conjuntos
+ igualdade
% continéncia

* Logica
% equivaléncia
+ implicacao
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¢ Sao relacoes binarias
* relacionam dois elementos de cada vez
¢ Seguindo o0 mesmo raciocinio
* relagOes ternarias, quaternarias, unarias, etc.

¢ Relacoes podem ser sobre colecoes que nao sao
conjuntos

* exemplo: a continéncia sobre todos os conjuntos
¢ O estudo que segue

* relagdes binarias e pequenas
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Def: Relacao

Relacao (pequena e binaria) R de A em B
RCAxB

e A: dominio, origem ou conjunto de partida de R
e B: contra-dominio, codominio, destino ou conjunto de chegada de R

¢ Se (a, b)eR

a relaciona-se com b
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Exp: Relacao
A={a},B={a,b}eC={0,1,2}

e ¥ érelacdode AemB
+ de Aem C, de Bem C, etc.

« AxB = {(a, a), (a, b)} érelagdo com origem em A e destino B

 conjunto de partida A e conjunto de chegada B
« {(a, a) } é relagao de igualdade

° {<O’ 1)’ <O7 2)’ (1’ 2>}

+ relacao de “menor” de Cem C

e {(0, a), (1, b)} é uma relagdo de Cem B
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¢ Notacao alternativa para relacaio RCAxB
R: A—B
¢ Notacao para (a, b)ER

aRb
Exp: Relacao
A={a},B={a,b}eC={0,1,2}

e ParaC: P(B) = P(B),tem-seque {a}C{a, b}
e Para<: C—C, tem-seque 0<?2
e Para=: A— A, tem-seque a=2a
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¢ Relacao nao necessariamente relaciona entidades de
um mesmo conjunto

* exemplo: lista telefénica relaciona pessoas com numeros
* relacionar entidades de um mesmo conjunto: especialmente
Importante

Def: Endorrelacao, Auto-Relacao
A um conjunto. Relagdo R: A — A é uma Endorrelacao ou Auto-Relacao

* nesse caso, R é uma relacao em A
¢ Notacao de uma endorrelacao R: A— A

(A, R)
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Exp: Endorrelacao

A um conjunto
* (N, =)
*(Z, <)

* (Q, =)
* (P(A), ©)

* (P(R), O)
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¢ Diagrama de Venn

* elementos relacionados: ligados por setas

Exp: Diagrama de Venn
 par(a, b)deR: A—B
eparaC=1{0, 1, 2}, arelagéo (C, <) = { (0, 1), (O, 2), (1, 2) }
+ C foi repetido no diagrama
% usual na diagramacao de endorrelacgoes.

A B
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Def: Dominio de Definicao, Conjunto Imagem, Conexa
R: A — B uma relacao
* (a, b)ER

+ R esta definida para a
+ D & imagem de a

* Dominio de Definicao
+ elementos de A para os quais R esta definida

* Conjunto Imagem ou Dominio de Valores
+ todos os elementos de B, os quais sdo imagem de R
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Exp: Dominio de Definicao, Conjunto Imagem
A={a}l,B={a,b}eC={0,1, 2}

e J:A—B
% dominio de definicao e conjunto imagem: vazios

* (C, <), sendo que < é definida por { (O, 1), (0, 2), (1, 2) }
+ dominio de definicdo: {0, 1}
+ dominio de valores: { 1, 2 }

e=_A—B
+ dominio de definicdo e conjunto imagem: { a }
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¢ Representacao grafica das relacoes binarias

* importante em diversas aplicacoes computacionais ou nao
% em especial, das endorrelacoes em R
+ RCR? representados no plano cartesiano
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Exp: Relacoes no Plano Cartesiano

¢ Seno.
« R1 ={(x,y) | y=senx}

* parabola
«Ro = {(x, y) | x=y°}
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¢ Coordenadas polares sao frequentemente usadas para
representar imagens no plano

Exp: Relacoes no Plano Cartesiano

e sen(b6cosr+50)<-0,3
e cos 1008 <tan(rsen 2r)
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4.2 Endorrelacao como Grafo

¢ Endorrelacao R: A — A pode ser vista como grafo
¢ Sera visto que

* toda endorrelacao € um grafo
* nem todo grafo € uma endorrelacao

¢ Teoria dos Grafos

* conceitos introduzidos em capitulo especifico
* n4o € objetivo desta disciplina
* introduzido via exemlos
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¢ Endorrelacao como grafo

* facilita o estudo
* visao mais clara do relacionamento e das propriedades

¢ Limitacoes da representacao fisica
e conveniente para relagbes com poucos pares
¢ Se representacao fisica nao é importante

e como grafo pode ser conveniente
* mesmo com um numero infinito de pares
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¢ Uma endorrelacao R: A— A como grafo

e Nodos
+ elementos de A
% ponto ou circulo

» Setas, arcos, arestas
% pares da relacao
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Exp: Endorrelacao como Grafo
A={a}l,B={a,b}eC={0,1, 2}

e J:A—A

* (B, =) = ¢ definida por { (a, a), (b, b) }
e (C, <) < é definida por { (O, 1), (O, 2), (1, 2)}
e R:C—=C R=1{(0, 2), {2, 1), (2, 2)}

® i‘g I @@%:

* endorrelacio cujo grafo possui dois ou mais arcos distintos com o
mesmo nodo origem e destino?
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4.3 Relacao como Matriz

A={a1, ap,..., anteB={b1, bp,..., bm } conjuntos finitos

e representacao de R: A — B como matriz
+ especialmente interessante para implementacao

¢ Representacao
* n linhas
* m colunas
* m=n posi¢des ou células
« cada posigoes contém valor l6gico (verdadeiro ou falso)
+ por simplicidade: O e 1 representam falso e verdadeiro
* se (aj, bj)ER
« linha | e coluna j contém o valor verdadeiro
% caso contrario, falso
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Exp: Relagao como Matriz
A={a}l,B={a,b}eC={0,1,2}

e J:A— A

* (B, =) = ¢ definida por { (a, a), (b, b) }
« (C, <) < é definida por { (O, 1), (O, 2), (1, 2)}
e R:C—=C R={<O, 2>5<27 O>’<27 2>}

Jla =la b <|012 RIO12

a0 all O 0|0 11 0|0 0 1

b0 1 110 0 1 11000

21000 211 0 1
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Exp: Relagao como Matriz
A={a},B={a,b}eC={0, 1,2}

e AxB: A—B
e {(0,a),(1,b)}:C—B
* C:P(A)—=P(B)

AxB [a b Sla b C | {a} {b} {a, b}

a 1 1 0110 %, 1 1 1 1
1101 {fal |0 1 0 1
2100
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4.4 Relacao Dual e Composicao de
Relacoes

¢ Duas questoes naturais no estudos das relacoes

* relacao dual
% inversao (troca) das componentes de cada par de uma relagao
% Operacao unaria sobre as relacoes

* relagcao composta
+ aplicacao de uma relacao sobre o resultado de outra
% operacao binaria sobre as relacoes
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¢ Algebra de relacoes
* dualidade e composicao
* juntamente com outras operacoes
% UNIAo
+ Interseccgao
% ...(exercicio)

» constituem uma algebra de relacoes

 algebra grande
% colecao de todas as relacdes nao € um conjunto
% €Xercicio
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4.4.1 Relacao Dual

Def: Relacao Dual, Relacao Oposta, Relacao Inversa
R: A — B relacado. Relacao Dual, Oposta ou Inversa de R

RT:B—-A ou ROP:B—=A
e tal que
R = {(b, a) | (8, byER}

Obs: Relacao Dual x Relacao Inversa

O termo relacao dual sera usado preferencialmente ao relagao inversa

* relacao inversa € mais comum nas bibliografias
e causa confusao com o termo possuir inversa
+ fundamental no estudos das relagdes (sera visto adiante)

Matematica Discreta para Ciéncia da Computacéo - P. Blauth Menezes 32



Exp: Relacao x Relagao Dual
A={a},B={a,b}eC={0,1,2}

=: A—B dada por { (a, a) } =OP: B — A dada por { (a, a) }
{(0, a), (1, b)}:C—B {(a, 0), (b, 1) }:B—=C
AxB: A—B (AxB)! =BxA:B—A
J: A—B P = B—-A
<:C—=C <P =5:C-=C
C C C C

0 0 0) 0)

1 1 1 1

2 2 2 2
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Exp: Relacao Dual no Plano Cartesiano

R1={(,y)|y=senx}
2}

Ro = {<X1 y> X=Yy

R;OP = 277

R,OP = 277
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Exp: ...Relacao Dual no Plano Cartesiano
R1 ={(X,y) | y=senx} R1°P = {{y, x) | y=senx}
Ry = {(x, y) | x=y?} R2OP = {{y, X) | x=y?}

Matematica Discreta para Ciéncia da Computacéo - P. Blauth Menezes 35



¢ Relacao dual como matriz ou grafo (endorrelacao)

* matriz da relagcao dual: matriz transposta
# troca linhas por colunas

* grafo da relagao dual: grafo dual
% troca do sentido das arestas
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Exp: Grafo e Matriz de Relacao Dual
C={0,1,2}(C, <)e(C,R)
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Exp: Matriz de Relagcao Dual
SejamA={a},B={a, b}, C={0,1, 2} (C, <)eC: P(A)—=P(B)

<012 C |g {a} {b} {ab} >|012 D |@ {a}
O[O0 11 g (1 1 1 1 0000 g (1 0
110 0 1 fa}|0 1 0 1 11100 fatlt |1 1
21000 21110 {b} |1 O

fab}|l1 1
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4.4.2 Composicao de Relacoes

Def: Composicao de Relacoes
R: A—=Be S: B— Crelacbes. Composicdode R e S

SoR: A—=C
é tal que:
(VaeA)(VbeB)(VcelC)(aRbabSc—=a(SoR)c)
¢+ Em Computacao e Informatica

* usual representar a composicao por ";"
e ordem inversa

R;S: A—=C
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Exp: Composicao de Relacoes

R:A—=B,S:B—-CeSoR:A—=C
*R=1(a, 1),(b, 3), (b, 4),{d, 5) }
* S={{1,x) (2, ), (5 ¥) (5, 2)}
* SoR = {(a, x), (d, y), (d, 2)}

S°R

A r B

X

Qo0 oo
-
ORWN
\I’m
N <

41
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¢ Relacao resultante de uma composicao

* pode ser composta com outra relacao
* ;composicao de relacOes € associativa?

Teorema: Associatividade da Composicao de Relagoes
R: A—=B,S: B—=CeT: C—D relagbes. Entdo:

(ToS)oR=To(SoR)
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Prova: (ToS)oR =To(SoR)
Suponha R: A—B,S: B—-Ce T: C— D relacoes
Prova dividida em dois casos (duas continéncias)

Caso1.(ToS)oRCTo(SoR). Seja(a,d)e(ToS)oR

e (a,dye(ToS)oR= definicdo composicao
e (3beB)(aRbab(ToS)d) = definicdo composicao
e (3beB)(3ceC)(aRba(bScacTd))=  associatividade légica
e (3beB)(@ceC)((aRbabSc)acTd)=  associatividade ldgica
e (AceC)(a(SoR)cacTd)= definicdo composicao
e (a,dYeTo(SoR)

Caso2. To(SoR)C(ToS)oR. Andloga: exercicio

Logo, a composicao de relagdes € associativa
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¢ Como a composicao de relacoes e associativa
* parénteses podem ser omitidos
(ToS)oR=To(SoR)=ToSoR
¢ Composicao de relacoes como grafos
* n4o € especialmente vantajoso
¢ Composicao de relacoes como matrizes

e produto de matrizes

* valores da matrizes sao légicos (verdadeiro, falso ou 1 e 0)
« multiplicacao substituida pelo conetivo logico A
+ adicao substituida pelo conetivo logico v
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¢ Produto logico de matrizes
* relacdo R: matriz mxn

* relagdo S: matriz nx p

relagdo T = SoR: matrizmxp

* calculo de cada celula t, da matriz m x p resultante

tuv=(ru1 AS1v) v(ru2 Aszv) v...v (frum A Smv)
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Exp: Composicao como Produto de Matrizes

R 1T 2 3 4 5 S| x y z T X vy z

a|l O O O O 1117 0 O all 0 O

b{O O 1 1 O 210 1 O b0 00

c|O0O O O O O 310 O O c|O0O O O

d{O O O O 1 410 0 O dl0 1 1
S0 1 1

t11=(r1Aa811)v(r12Aas21)v(r13as31)v(riaass1)v(risassy)=
(TAT)v(OAO)v(OAOD)Vv(OAO)V(OAD)=1TvOVvOVOVO=1
t23=(r21 A813) v(r22As23) v(r23 As33)v(ra4 Asa3)v (ras Ass3) =
(OAO0)v(OAOD) V(T AO)V(TAO)V(OAT)=0vOvOVvOVO=0
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4.5 Tipos de Relacoes

¢ Tipos de uma relacao (nao mutuamente exclusivos)
 funcional

* injetora

total

sobrejetora
* monomorfismo
* epimorfismo

e isomorfismo
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¢ Tipos possuem uma nocao de dualidade
* se corretamente entendida e aplicada
* simplifica (“divide pela metade”) o estudo e o entedimento
¢ Nocao de dualidade
* plenamente explorada no estudo de Teoria das Categorias
Teoria das Categorias divide o trabalho pela metade

* nesta disciplina algumas nogdes categoriais sao introduzidas
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¢ A dualidade dos tipos
» funcional € o dual de injetora e vice-versa
* total € o dual de sobrejetora e vice-versa
¢ Monomorfismo é dual de epimorfismo
* monomorfismo: total e injetora
* epimorfismo: sobrejetora e funcional
¢ Isomomorfismo
* estabelece uma nocao semantica de igualdade

* portanto, € o dual de si mesmo
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4.5.1 Funcional e Injetora

¢ Relacao funcional é especialmente importante

» permite definir funcao, desenvolvido em capitulo especifico

Def: Relacao Funcional
Seja R: A — B relacado. Entdo R é uma Relacao Funcional sse

(VaeA)(Vby €B)(Vb2EeB)(aRbiaaRb2—=by =b2)

¢ Qual o significado?
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¢ Portanto, para R: A — B funcional
e cada elemento de A
e esta relacionado com, no maximo, um elemento de B

Exp: Relacao Funcional
A={a}l,B={a,b}eC={0, 1,2}

e J:A—B

« {(0,a),{(1,b)}:C—B

e=_A—B

« X°: Z—Zonde x° = {{x, y)EZ? | y=x°}

e AxB:A—B
e <:C—=C

x x S SX

¢ Grafo e matriz de uma relacao funcional?
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¢ Rel. funcional como matriz ou grafo (endorrelacao)

* matriz: no maximo um valor verdadeiro em cada /inha
* grafo: no maximo uma aresta partindo de cada nodo

¢ Injetora e o conceito dual

* matriz: no maximo um valor verdadeiro em cada coluna
e grafo: no maximo uma aresta chegando em cada nodo

Def: Relacao Injetora
Seja R: A — B relacdo. Entdo R é Relacao Injetora sse

(VbeB)(Va; eA)(VaeA)(ajRbaaRb—=aj=a»)

¢ Qual o significado?
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¢ Portanto, para R: A — B injetora
e cada elemento de B
e esta relacionado com, no maximo, um elemento de A

Exp: Relacao Injetora
A={a},B={a,b}eC={0,1, 2}

e J:A—B
e =A—=B
¢ {<O, a)! (1, b)}C—>B

 AxB:A—B
e <:C—C
« X°: Z—Zonde x° = {{x, y)EZ? | y=x°}

x xx SN S

Matematica Discreta para Ciéncia da Computacéo - P. Blauth Menezes 55



¢ Dual = Complementar

* funcional e injetora
% conceitos duais
% N0 sao complementares

» facil encontrar exempos de relacdes
# SA0 simultaneamente funcional e injetora
% N4o sao simultaneamente funcional e injetora
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4.5.2 Total e Sobrejetora

Def: Relacao Total

Seja R: A — B relacado. Entdo R € uma Relacao Total sse

(VaeA)(3FbeB)(aRb)

¢ Qual o significado?
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¢ Portanto, para R: A — B total

e dominio de definicdo é A

Exp: Relacao Total
A={a}l,B={a,b}eC={0,1,2}

e=_A—B
e AxB:A—B
e x2: Z —7Z onde x% = {(x, y)EZ? | y =x2}

e J:.A—B
e {(0,a),(1,b)}:C—B
e <:C—=C

¢ Grafo e matriz de uma relacao total?

x xx SN K
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¢ Relacao total como matriz ou grafo (endorrelacao)

* matriz: pelo menos um valor verdadeiro em cada /inha
* grafo: pelo menos uma aresta partindo de cada nodo

¢ Sobrejetora é o conceito dual

* matriz: pelo menos um valor verdadeiro em cada coluna
* grafo: pelo menos uma aresta chegando em cada nodo

Def: Relacao Sobrejetora
Seja R: A — B relacdo. Entdo R é uma Relacao Sobrejetora sse

(VbeB)(3aceA)(aRb)

¢ Qual o significado?
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¢ Portanto, para R: A — B sobrejetora
e conjunto imagem é B

Exp: Relacao Sobrejetora
A={a},B={a,b}eC={0,1,2}

e = A=A
e {(0,a),(1,b)}:C—B
e AxB:A—B

7
7
7
e =:A—B X
e J:A—B X
e <:C—-=C X
e X%: Z—Zonde x° = {(x, y)EZ? | y=x°} X
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¢ Dual = Complementar

* total e sobrejetora
% conceitos duais
% N0 sao complementares

» facil encontrar exempos de relacdes
% Sa0 simultaneamente total e sobrejetora
% N0 sao simultaneamente total e sobrejetora
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4.5.3 Monomorfismo e Epimorfismo

¢ Monomorfismo, epimorfismo e isomomorfismo

* nocoes gerais
* podem ser aplicadas a outras construcoes além das relagcoes
+ estudado em Teoria das Categorias

* nosso estudo: restrito as relacoes

Def: Monomorfismo, Monorrelacao
Seja R: A — B relacdo. Entdo R € Monomorfismo ou Monorrelacao sse

e total

* injetora
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¢ Portanto, para R: A— B monorrelacao
e dominio de definicao é A
e cada elem. de B esta relacionado com, no maximo, um elem. de A

Exp: Monorrelacao
A={a},B={a,b}eC={0,1,2}

e =:A—B
c AxB:A—B

v

v
* BxC:B—=C X
e J: A—B X
e {(0,a),(1,b)}:C—B X
e <:C—=C X
e x2: Z.— Z onde x° X

I
=
X
<
~N~—"
m
N
(AY)
<
I
>
N
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¢ Monorrelacao como matriz ou grafo (endorrelacao)
* matriz
« pelo menos um valor verdadeiro em cada /inha (total)
% NO maximo um valor verdadeiro em cada coluna (injetora)
* grafo (endorrelagao)
« pelo menos uma aresta partindo (total) em cada nodo
% NO Maximo uma aresta chegando (injetora) em cada nodo

¢ Epirrelacao é o conceito dual
* matriz
« pelo menos um valor verdadeiro em cada coluna (sobrejetora)
% NO Maximo um valor verdadeiro em cada /inha (funcional)
» grafo
# pelo menos uma aresta chegando (sobrejetora) em cada nodo
% NO Maximo uma aresta partindo (funcional) em cada nodo
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Def: Epimorfismo, Epirrelacao
Seja R: A — B relacado. Entdo R é Epimorfismo ou Epirrelacao sse

e funcional

* sobrejetora
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¢ Portanto, para R: A — B epirrelacao
e conjunto imagem é B
e cada elem. de A esta relacionado com, no maximo, um elem. de B

Exp: Epirrelacao
A={a},B={a,b}eC={0,1,2}

e = A=A
e {(0,a),(1,b)}:C—B

v
v
e =:A—B X
e J:A—B X
- AxB:A—B X
e<:C—-C X
e X%: Z—Zonde x° = {(x, y)EZ? | y=x°} X
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4.5.4 Isomorfismo

¢ Isomorfismo: uma nocao de igualdade semantica
* uma relacao tal que
* quando composta com a sua inversa
* resulta em uma igualdade

¢ Intuitivamente

“ir” (via relagdo) e “voltar” (via sua inversa) “sem alterar”
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¢ Antes de definir isomorfismo: relacao identidade

* relacOes de igualdade sao frequentes
+ =:{a}l—=1{a, b} definida por { (a, a) }
« ({a, b}, =) definida por { (a, a), (b, b) }

e relacao identidade: endorrelagéo (A, =)
+ denotada por (A, ida)

ida: A—A
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Def:Isomorfismo, Isorrelacao
Relacdo R: A — B é Isomorfismo ou Isorrelacéo, sse existe S: B — A

e SoR=idp
e RoS=idp

Notacao para enfatizar que R: A — B é uma isorrelacao
R: A<= B

R possui inversa a esquerda: SoR =ida
R possui inversa a direita: Ro S =idg

R possui inversa: SoR=1dpa e RoS =idp
Conjuntos isomorfos

* se existe uma isorrelacao entre dois conjuntos
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Exp: Isorrelacao, Conjuntos Isomorfos
SejamA={a,b,c},C={1,2,3}eR:A—=C

*R=1(a, 1), (b, 2), (¢, 3)}

R é um isomorfismo. Considere a dual R™!: C — A tal que
* R ={(1, ), (2, b), (3, 0) }

Logo:

« RToR={(a, a), (b, b), (c, )} =ida
e RoR1=1{(1,1),(2, 2), (3, 3)}=idg

Portanto, A e C s&do conjuntos isomorfos
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¢ Prova de que é um isomorfismo

* mostrar que possui inversa
% S€ POossui inversa, entao é a relagao dual

¢ Prova de que ndo € um isomorfismo
* pode ser um pouco mais dificil
* frequéntemente, por absurdo

* a dual nem sempre € a inversa
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Exp: Nao é Isomorfismo
SejamA={0,1,2},B={a,b}eR:A—=B

* R=1(0, a), (1, b)}
R ndo é isomorfismo. Prova por absurdo
Suponha que R é isomorfismo. Entdo, R possui relagdo inversa S: B — A
SoR=idp e RoS=idp

e SoR=idp = definicdo de relacdo identidade
¢ (2,2)ESoR= definicdo de composicéo
e (AXeA)((2,x)ERA(X, 2)ES)  absurdo! Nao existe (2, x) em R

Portanto, R nao é isomorfismo
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Exp: Isorrelacao
A={a},B={a,b},C={0, 1, 2} e Xconjunto qualquer

e idg:B—B
e idy: X — X
. {(0, 1),(1, 2),(2,0)}: C—C

e . A—B

e AxB:A—B

e <:C—-C

e x2: Z —7Z onde x% = {(x, y)EZ? | y =x2}

X XX x S K
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Teorema: Isorrelacao <= Monorrelacao e Epirrelacao
R: A — B relacdo. Entdo R é uma isorrelacao sse

* R & monorrelagao
* R é epirrelagao

Portanto, uma isorrelacao é

* total

* injetora

* funcional

* sobrejetora

Resultado pode auxiliar na determinacao se

* ¢ isorrelacao
* ndo é isorrelacao
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¢ Isomorfismo: importante resultado que pode ser
deduzido

* conjuntos origem e destino
% possuem o mesmo numero de elementos

* explorado detalhadamente no estudo da cardinalidade de conjuntos
+ numero de elementos

conjuntos com mesmo cardinal
% 880 ditos “iguais” (semanticamente)
% a menos de uma relacao de troca de nomes dos elementos
% OU Seja, a menos de uma isorrelagao

* em muitas teorias, para enfatizar que nomes nao sao importantes

iguais a menos de isomorfismo
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Exp: Igualdade a Menos de Isomorfismo: Produto
Cartesiano

Sabe-se que: produto cartesiano € uma operacao nao-comutativa
Exemplo:A={a,b}eB={0, 1}

« AxB = {(a, 0), (a, 1), (b, 0), (b, 1)}
e BxA =1{(0, a), (O, b), (1, a), (1, b) } conjuntos diferentes

Entretanto, sao isomorfos
e troca: AxB — B x A - troca as componentes

troca=1((a,0), (0,a)), ({a,1), (1,a)), {{b,0), €0,0)), ({b,1), (1,b)) }

e possui como inversa a relacao dual troca:BxA—AxB

troca™' ={((0,a), (a,0)), ((1,a), (a,1)), ({0,b), (b,0)), {{1,b), (b, 1))}
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Exp: ...Igualdade a Menos de Isomorfismo: Produto
Cartesiano

Claramente
trocal otroca=idaxg e trocaotroca’! =idgxa
Generalizagao: exercicio
e quaisquer dois conjuntos A e B
e AxB éisomorfoao B x A

* jguais a menos de isomorfismo
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4.6 Banco de Dados Relacional

¢ Bancos de dados

* comuns na grande maioria das aplicacoes computacionais
+ de algum porte
+ de razoavel complexidade

* permite manipular os dados com maior eficéncia e flexibilidade
» atende a diversos usuarios

* garante a integridade (consisténcia) dos dados
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¢ Resumidamente, um banco de dados é

um conjunto de dados integrados cujo objetivo € atender a uma
comunidade de usuarios

¢ Banco de dados relacional
* dados sao conjuntos (representados como tabelas)

* relacionados com outros conjuntos (tabelas)
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Exp: Banco de Dados Relacional

Pais Continent Fica em
e
Brasil Ameérica Brasil Ameérica
Turquia Oceania Alemanha Europa
Alemanha Africa Turquia Europa
Coréia do Sul Asia Turquia Asia
Europa Coréia do Sul| Asia
Fica em América Oceania Africa Asia Europa
Brasil T 0 0 0 0
Alemanha 0 0 0 0 T
Turquia 0 0 0 T T
Coréia do Sul 0 0 o) T 0
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¢ Endorrelacoes em um banco de dados relacional

Semifinais / Final Semifinais/Final
Copa 2002 Copa 2002 Bra| Tur| Ale| Cor
Brasil Turquia Brasil O T T 0
Alemanha| Coréia Sul Alemanha 1 OO 1
Brasil Alemanha Turquia 1 O] 0| O
Coréia Sul 0 T O] O
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¢ Modelo conceitual

e modelo abstrato de dados
% descreve a estrutura de um banco de dados
+ independentemente de implementacao

* usado para o projeto de um banco de dados

* modelo frequentemente adotado
+ dlagrama entidade-relacionamento
% OU simplesmente diagrama E-R

Matematica Discreta para Ciéncia da Computacéo - P. Blauth Menezes 86



¢ Diagrama entidade-relacionamento ou Diagrama E-R

* entidades: conjuntos representados por retangulos

Pais Continente

* relacionamentos: representado por losangulos

Pais Continente

Pais
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¢ Numero de elementos que podem ser relacionados em

* 0, 1T ouN (mais que um)

A L1 (1,N)

e (1,N) - cada a € A esta relacionado com, no minimo 1 e, no
maximo N elementos de B

e (0,1) - cada b €B esta relacionado com, no minimo O e, no
maximo 1 elemento de A
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¢ Alguns tipos de relagoes

Relagao Total | A O <F> AN | g
Relagao Funcional | A &N <F> 01) I g
Relacao Injetora A O <F> ON) | B
Relacao Sobrejetora A HLN) <F> ON) | B

* como seria o diagrama de uma monorrelagao?
* e de uma epirrelagao?
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4.7 Rede de Petri

¢ Rede de Petri

* provavelmente, o modelo do tipo concorrente mais usado em CC
¢ Conceito de rede de Petri

* introduzido através de exemplo

¢ Por fim, rede de Petri como uma relagao
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Exp: Rede de Petri - Produtor e Consumidor

A X
®
2 3
p2 p1 c1 c2
Canal
®
B Y
Produtor Consumidor

Produtor e Consumidor: processos concorrentes
e trocam recursos através do Canal
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Exp: ...Rede de Petri - Produtor e Consumidor

* nodos: lugares
* lugares podem conter marcas (tokens)
% exemplo: um recurso para ser consumido nos lugares Ae Y

* arcos: sao transicoes (quadrados) ou computacoes atomicas
« pode possuir mais de um lugar como origem ou destino

* a cada lugar origem (destino) é associado um valor
% quantos recursos serao consumidos (produzidos)
% quando da execucao da transicao
+ valor 1 é usualmente omitido

* transicao habilitada
% [ecursos necessarios estao disponiveis nos lugares origem
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Exp: ...Rede de Petri - Produtor e Consumidor
* execucao de uma transicao
# recursos de cada lugar origem sao consumidos
# recursos de cada lugar destino sao produzidos
* processamento: sucessiva aplicagcao de computagdes atomicas
% mais de uma transicao pode estar habilitada
% processamento concorrente (se ndo consomem mesmo recurso)

L
L L L
® | @
® | @
L L
o o
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2 3
p2 p1 | ci c2

B Y

Produtor Consumidor

¢ Observe que
e com origem no lugar A, p1 consome uma marcacao
* p1, com destino no lugar B, produz uma marcacao
* p1, com destino no lugar Canal, produz duas marcacgdes

¢ Como pares ordenados
* (A, pT), 1)

* {(p1, B), 1)
e {((p1, Canal), 2)
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¢ Rede de Petri como uma relacao P
| - conjunto de lugares
e [ - conjunto de transigdes
P:(LxT)+(TxL)—=N
* ((A, 1), n) - transicdo t, com origem em A, consome n marcagdes
* ((t, A), n) - transigado t, com destino em A, produz n marcagdes

* uniao disjunta?
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2 3
p2 p1 cl c2

B Y

Produtor Consumidor

¢ Todos os pares

o (A, pT1), 1) ((Canal, c1), 3)
* {(p1, B), T) (Y, c1), T)
e {(p1, Canal), 2) {c1, X), 1)

* (B, p2), 1) (X, c2), 1)
* (P2, A) 1) {2, y), 1)
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¢ Observe que a relacao define a rede
* mas ndo a sua marcacao inicial

* uma rede pode ser executada para diversas marcacoes iniciais
% marcacao inicial € uma opcao de execucao

* normalmente nao faz parte da definicao da rede
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Exp: Rede de Petri - Relogio
e faz sequéncias de tic-tac

* tic-tac
% UM segundo
% move ponteiro de segundos

* 60 segundos
% move 0 ponteiro de minutos

e 3600 segundos
% Move 0 ponteiro das horas
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Exp: Rede de Petri - Relogio

e faz sequéncias de tic-tac

e tic-tac: um segundo e move ponteiro de segundos
* 60 segundos: move o ponteiro de minutos

e 3600 segundos: move o ponteiro das horas

A C mov

() ponteiro
seg

D 60 mov
tic tac ponteiro
min

3600 mov
ponteiro

B E horas
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A C mov

() ponteiro
seg

D 60 mov
tic tac ponteiro
min

3600 mov
ponteiro

B E horas

¢ Transicdoes que movem os ponteiros seg, min e horas

* consomem recursos mas nao produzem qualquer recurso
* sumidouros
* fontes

+ dual de sumidouros: somente produzem, sem consumir
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A C mov

() ponteiro
seg

D 60 mov
tic tac ponteiro

min

3600 mov
ponteiro

B E horas

((B, tac), 1) (A, tic), 1)
((tac, A), 1) ((tic, B), 1)
((tac, C), 1) (C, seg), 1)
((tac, D), 1) ((D, min), 60)
((tac, E), 1) ((E, horas), 3600)
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¢ Como seria?
* hora: badalada de um cuco

* numero da hora (1 ~ 12 horas)
% numero de badaladas do cuco

A C mov

® ponteiro
seg

D 60 mov
tic tac ponteiro

min

3600 mov
ponteiro

B E horas
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4.8 Relacoes nas Linguagens de
Programacao
¢ Relagcoes nao sao normalmente disponiveis em LP
* excetuando-se algumas construcdes simples (predefinidas)
¢ Pascal: exemplos de relacoes predefinidas
* igualdade e continéncia de conjuntos
* implicacao e equivaléncia logica

* igualdade e desigualdade entre
% valores numericos (lipo integer e real)
« valores alfanumeéricos (tipo char)
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¢ Construcoes mais gerais
* necessitam ser construidas pelo programador
¢ Forma simples de implementar

* relacoes como matrizes
* podem ser implementadas usando arranjos bidimensionais
e exemplo: matriz 10 x 10 com células do tipo boolean

matriz = array[l..10, 1..10] of boolean

* acesso a cada componente
% nome da variavel arranjo + dois indices (linha e coluna)
matriz[2, 3] := true

1if matriz[i, j] then
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¢ Importante restricao (usando arranjos)
* possui um numero fixo de componentes

¢ Numero variavel de ceéelulas
» outros tipos de construcoes
* permitem alocacao dinamica de memoria

* exemplo: ponteiros
% possuem particularidades dependentes de cada linguagem
« discussao foge do escopo da disciplina
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Exercicio - Implementacao

Fazer um pequeno sistema que permita

* definir relagdes
* tratar construcoes correlatas como a investigacao de seus tipos,
calculo da composicao de relacoes, etc

Construa um pequeno sistema em (qq LP) capaz de

e definir até 6 conjuntos com até 5 elementos cada
 definir até 5 relacbes como matrizes sobre estes conjuntos
* verificar os tipos de uma relagcao
* calcular a relacao dual
calcular (e armazenar) a composicao de duas relacoes
« permitir todas as acoes acima sobre a relacao resultante
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Algebra de Conjuntos

Relacoes

Funcoes Parciais e Totais
Endorrelagcoes, Ordenacao e Equivaléncia
Cardinalidade de Conjuntos
Inducao e Recursao

Algebras e Homomorfismos
Reticulados e Algebra Booleana
Conclusoes
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